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Esercizio 1 Un mazzo contiene 10 carte numerate da 1 a 5, di cuori e di quadri. Le carte vengono mescolate
e tutte scoperte, una per una e messe una a ﬁanco all'altra. Poniamo X la posizione dell'altra carta uguale
a quella in prima posizione e Y la prima posizione in cui compare una carta che era già stata scoperta. Ad
esempio se le carte estratte sono nell'ordine 2,3,1,4,1,5,2,5,3,4 abbiamo X = 7 e Y = 5.
(1) Descrivere lo spazio Ω dei possibili risultati;
(2) Determinare la densità di X;
(3) Determinare E[Y ].
(4) Determinare P (X > Y ).
Soluzione.
(1) Uno spazio possibile è Ω= insieme di tutte le pemutazioni delle 10 carte; oppure Ω= liste in {1, 2, 3, 4, 5}
di lungheza 10, in cui ogni valore compare esattamente 2 volte;
(2) La seconda carta uguale alla pima compare con ugual probabilità in una delle rimanenti 9 posizioni:
ne segue che X ∼ U({2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
(3) Per calcolare E[Y ] abbiamo bisogno della densità di Y ; La variabile Y assume valori compresi tra 2
e 6. Si ha
P (Y = 2) = 1/9
P (Y = 3) = 89 · 28
P (Y = 4) = 89 · 68 · 37
P (Y = 5) = 89 · 68 · 47 · 46
P (Y = 6) = 89 · 68 · 47 · 26
e quindi
pY (k) =

7/63 se k = 2
14/63 se k = 3
18/63 se k = 4
16/63 se k = 5
8/63 se k = 6
0 altrimenti.
Deduciamo che
E[Y ] =
1
63
(2 · 7 + 3 · 14 + 4 · 18 + 5 · 16 + 6 · 8) = 256
63
= 4.06
(4) Si ha sempre X ≥ Y per cui P (X > Y ) = 1− P (X = Y ) e
P (X = Y ) = P (X = Y = 2) + P (X = Y = 3) + P (X = Y = 4) + P (X = Y = 5) + P (X = Y = 6)
=
7
63
+
7
63
+
6
63
+
4
63
+
4
63 · 5
=
124
315
da cui P (X > Y ) = 191/315 = 60.7%.
Esercizio 2 Siano X una variabile aleatoria esponenziale di media 3 e Y ∼ G˜(1/3) due variabili indipendenti
tra loro.
(1) Determinare P (X < Y |Y < 4);
(2) determinare P (X + Y < 4);
(3) deteminare P (X < 2|X + Y < 4);
(1) Si ha
P (X < Y |Y < 4) = P (X < Y < 4)
P (Y < 4)
.
Calcoliamo quindi P (Y < 4) = P (Y ≤ 3) = 1− (2/3)3 = 1927 e
P (X < Y < 4) = P (Y = 3, X < 3) + P (Y = 2, X < 2) + P (Y = 1, X < 1)
=
4
27
(1− e− 33 ) + 2
9
(1− e− 23 ) + 1
3
(1− e− 13 )
= 0.30
e concludiamo P (X < Y |Y < 4) = 0.3019/27 = 0.426.
(2) Similmente a prima abbiamo
P (X + Y < 4) = P (Y = 3, X < 1) + P (Y = 2, X < 2) + P (Y = 1, X < 3)
=
4
27
(1− e− 13 ) + 2
9
(1− e− 23 ) + 1
3
(1− e− 33 )
= 0.36
(3) Inﬁne
P (X < 2|X + Y < 4) = P (X < 2, X + Y < 4)
P (X + Y < 4
=
P (Y = 3, X < 1) + P (Y = 2, X < 2) + P (Y = 1, X < 2)
P (X + Y < 4
=
4
27 (1− e−
1
3 ) + 29 (1− e−
2
3 ) + 13 (1− e−
2
3 )
0.36
=
0.31
0.36
= 0.87.
Esercizio 3 Consideriamo 30 variabili indipendenti X1, . . . , X30 di densità continua
f(s) =
{
5
2s
4 se − 1 < s < 1
0 altrimenti.
(1) determinare la funzione di ripartizione di X1;
(2) determinare la funzione di ripartizione di X21 ;
(3) determinare
P (X1 + · · ·+X30 > 1).
Soluzione
(1) Per −1 < t < 1 abbiamo
FX1(t) =
∫ t
−∞
f(s)ds
=
∫ t
−1
5
2
s4ds =
t5
2
+
1
2
per cui
FX1(t) =

0 se t ≤ −1
t5
2 +
1
2 se − 1 < t ≤ 1
1 se t > 1
(2) X21 prende valori in [0, 1] e per t ∈ [0, 1] abbiamo
FX21 (t) = P (X
2
1 ≤ t) = P (−
√
t ≤ X1
√
t) = FX1(
√
t)− FX1(−
√
t) = t5/2.
(3) Si ha facilmente E[X1] = 0 (ha densità pari), mentre
E[X21 ] =
∫ 1
−1
s2
5
2
s4 ds =
5
7
.
e quindi Var(X1) =
5
7 ; La variabile X1 + ·X30 è quindi approssimativamente normale N(0, 1507 ) e
quindi
P (X1 + ·X30 > 1) = P (ζ0 > 1− 0√
150/7
= P (ζ0 > 0.22) = 1− Φ(0.22) = 0.413.
